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ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน (p.d.f.) ของการแจกแจงปกติ
มาตรฐานหลายตัวแปร (Multivariate Normal Distribution)

สิ่งที่ขาดหายไปจากฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (p.d.f.) ของตัวแปรสุมตัวเดียว คือ ความ
แปรปรวน (covariance) หรือสหสัมพันธ (correlation) ซึ่งจะปรากฏในกรณีที่มีตัวแปรหลาย
ตัว
เริ่มจากตัวแปรสุมปกติมาตรฐานที่เปนอิสระตอกัน ซึ่งเขียนแทนดวยเวคเตอรสุม (random vector)
Z = [Z1, . . . , Zn]

′
โดยที่ X′ หมายถึง เมทริกซสลับเปลี่ยน (transpose matrix) ของ X และ

Zi ∼ N (0, 1) มีการแจกแจงปกติมาตรฐาน (standard normal) และเปนอิสระตอกัน
(independent)
นั่นคือตัวแปรสุมเหลานี้มีการแจกแจงเหมือนกันและเปนอิสระตอกัน (identically and
independently distributed หรือ i.i.d.) ซึ่งในกรณีที่การแจกแจงเปนแบบปกติมาตรฐาน สามารถ
เขียนแทนดวย Z ∼ N (0, In)
ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน (p.d.f.) ของ Z คือ
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ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของการแจกแจงปกติมาตรฐานหลาย
ตัวแปร (Multivariate Normal Distribution)

สมการขางตนเปนผลมาจากการที่ตัวแปรทั้งหมดมีการแจกแจงปกติมาตรฐานเหมือนกันและเปน
อิสระตอกัน (i.i.d.)
ชัดเจนวา คาคาดหมาย (mean) และเมทริกซของคาความแปรปรวนรวม (covariance matrix)
ของ Z มีคาเทากับ 0 และ In ตามลำดับ
สวนฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ Z สามารถเขียนไดเปน
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(2)

เราสามารถสรางเวคเตอรของตัวแปรสุมปกติ (normal random vector) X ที่มีคาคาดหมาย
(mean) เทากับ µ และเมทริกซของคาความแปรปรวนรวม (covariance matrix) เทากับ Σ
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การสรางเวคเตอรของตัวแปรสุมปกติ (normal random vector) ของการ
แจกแจงปกติหลายตัวแปร (Multivariate Normal Distribution)

ในการสรางเวคเตอรของตัวแปรสุมปกติ (normal random vector) จะคลายกับตัวแปรสุมตัวเดียวที่มีการแจกแจงปกติแบบ
มาตรฐาน แตมี ความยุงยากทางเทคนิค ในการนิยามคาความเบี่ยงเบนในรูปของเมทริกซ ซึ่งตองใชเทคนิคที่เรียกวา การ
แยกสวนสเปกตรัล (spectral decomposition)
เริ่มจากคุณสมบัติที่สำคัญอันหนึ่งของเมทริกซของคาความแปรปรวนรวม (variance-covariance matrix) Σ คือ
มันเปน เมทริกซจัตุรัสและสมมาตร (symmetric square matrix) และ คุณสมบัติเปนบวกเกือบแนนอน (positive
semidefinite) ซึ่งทำใหสามารถใชหลักการทางพีชคณิตเชิงเสน (linear algebra) แยกสวน Σ ออกไดเปน

Σ = Γ
′
ΛΓ (3)

โดยที่ Λ เปนเมทริกซแนวทแยง (diagonal matrix)

Λ =


λ1 0 · · · 0 0
0 λ2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · λn−1 0
0 0 · · · 0 λn

 (4)

และ Γ เปนเมทริกซตั้งฉาก (orthogonal matrix) นั่นคือ Γ−1 = Γ
′

สรุปไดวา Γ′
Γ = I โดยทั่วไปเพื่อความสะดวก เรามักจะเรียงลำดับ λi จากมากไปหานอย นั่นคือ

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 และเรียก λi แตละตัววา คาลักษณะเฉพาะ (eigenvalue) สวนคอลัมนที่ i แตละอัน
(สอดคลองกับ λi) ซึ่งแทนดวย γ i มักเรียกวาเวคเตอรลักษณะเฉพาะ (eigenvector) ของ Σ
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การสรางเวคเตอรของตัวแปรสุมปกติ (normal random vector) ของการ
แจกแจงปกติหลายตัวแปร (Multivariate Normal Distribution) Con’ t

จากการที่ เราสามารถเขียนเมทริกซของคาความแปรปรวนรวม (variance-covariance matrix) Σ ในรูปของคาลักษณะ
เฉพาะ (eigenvalue) และเวคเตอรลักษณะเฉพาะ (eigenvector) ไดดังนี้

Σ = Γ
′
ΛΓ =

n∑
i=1

λiγ iγ
′
i (5)

ประโยชนที่สำคัญของการแยกสวนนี้ก็คือ การไดมาซึ่งเมทริกซแนวทแยง (diagonal matrix) Λ ซึ่งคาลักษณะเฉพาะ
(eigenvalue) λi แตละคามีคาไมติดลบ (nonnegative) ซึ่งชวยใหสามารถนิยามรากที่สอง (square root) ของ Λ ไดเปน

Λ
1
2 =



√
λ1 0 · · · 0 0
0

√
λ2 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...
0 0 · · ·

√
λn−1 0

0 0 · · · 0
√
λn

 (6)

ซึ่งมีคุณสมบัติคลายกับรากกำลังสองของจำนวนจริง นั่นคือ

Λ
1
2 Λ

1
2 = Λ (7)
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การสรางเวคเตอรของตัวแปรสุมปกติ (normal random vector) ของการ
แจกแจงปกติหลายตัวแปร (Multivariate Normal Distribution) Con’ t

เราสามารถเขียนสมการการแยกสวนสเปกตรัล (spectral decomposition) ใหมไดเปน

Σ = Γ
′
Λ

1
2 Λ

1
2 Γ =

(
Γ

′
Λ

1
2 Γ

)(
Γ

′
Λ

1
2 Γ

)
(8)

ใชคุณสมบัติการตั้งฉาก (orthogonal) ของเมทริกซ Γ นั่นคือ ΓΓ
′
= I ผลที่ตามมาจากสมการที่ 8 คือ ทำใหสามารถ

นิยามรากที่สอง (square root) ของ Σ ไดเปน

Σ
1
2 = Γ

′
Λ

1
2 Γ (9)

หากเมทริกซของคาความแปรปรวนรวม (variance-covariance matrix) Σ เปนบวกแนนอน (positive definite หรือ
p.d.) แลวคาลักษณะเฉพาะ (eigenvalue) มีคาเปนบวกทุกคา นั่นคือ λi > 0 สำหรับทุกๆ i = 1, . . . , n ซึ่งมีผลทำใหคา
ดีเทอรมิแนนต (determinant) ของ Λ 1

2 มีคามากกวาศูนยอยางแนนอน ทำใหสามารถหาเมทริกซสวนกลับ (inverse
matrix) ของ Λ 1

2 ได ดังนั้น จึงสามารถนิยามเมทริกซสวนกลับ (inverse matrix) ของ Σ 1
2 ไดเปน

Σ− 1
2 = Γ

′
Λ− 1

2 Γ (10)

โดยที่ Λ− 1
2 แทนเมทริกซสวนกลับ (inverse matrix) ของ Λ 1

2

รศ.ดร. วีระชาติ กิเลนทอง มหาวิทยาลัยหอการคาไทย Popular Distributions 6 / 33



ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของการแจกแจงปกติหลายตัวแปร
(Multivariate Normal Distribution)

สรางเวคเตอรของตัวแปรสุมปกติ (normal random vector) X ∼ N (µ,Σ) ที่มีคาคาดหมาย (mean) เทากับ µ และเม
ทริกซของคาความแปรปรวนรวม (covariance matrix) เทากับ Σ โดยกำหนดให

X = Σ
1
2 Z+ µ (11)

ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ X เทากับ

ψx (t) = E
[
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{
X′ t

}]
= E

[
exp

{(
Σ

1
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)′

t
}]

= exp
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E
[
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1
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= exp
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′ t
}
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(
Σ

1
2 t
)′ (

Σ
1
2 t
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= exp
{
µ

′ t+ 1

2
t′Σt

}
(12)

ประยุกตใชฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ Z ในสมการที่ 2 โดยใช Σ 1
2 t แทน t สังเกตดวยวา ฟงกชันกอกำเนิด

โมเมนต (m.g.f.) ในที่นี้สามารถหาคาไดตราบเทาที่เมทริกซของคาความแปรปรวนรวม (variance-covariance matrix) Σ
เปนบวกเกือบแนนอน (p.s.d.) ในขณะที่ ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน (p.d.f.) ของ X จะหาคาไดก็ตอเมื่อ Σ

เปนบวกแนนอน (p.d.) ทั้งนี้เพราะการแปลงฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน (p.d.f.) จำเปนตองใชคาดีเทอร
มิแนนต (determinant) ของ Σ− 1

2

รศ.ดร. วีระชาติ กิเลนทอง มหาวิทยาลัยหอการคาไทย Popular Distributions 7 / 33



ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน (p.d.f.) ของการแจกแจงปกติ
หลายตัวแปร (Multivariate Normal Distribution)

หาก Σ เปนบวกแนนอน (p.d.) แลว จะสามารถเขียนสมการที่ 11 ใหมไดเปน

Z = Σ− 1
2 (X− µ) (13)

ดังนั้น ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน (p.d.f.) ของ X คือ

f (x) = 1

(2π)
n
2 | detΣ|

1
2

exp
{
−1

2
(x− µ)

′
Σ−1 (x− µ)

}
(14)
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ทฤษฎี: ความสัมพันธเชิงเสนของการแจกแจงปกติหลายตัวแปร
(Multivariate Normal Distribution)
Theorem
กำหนดให X เปนเวคเตอรของตัวแปรสุม n ตัว ซึ่งมีการแจกแจงรวมแบบปกติ นั่นคือ
X ∼ N (µ,Σ) และ Y = AX+ b โดยที่ A เปนเมทริกซของคาคงที่ขนาด m× n และ b เปน
เวคเตอรของคาคงที่ m ตัว แลว Y ∼ N

(
Aµ+ b,AΣA′

)
Proof.
ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ Y เทากับ

ψy (t) = E
[
exp

{
Y′ t

}]
= E

[
exp

{
(AX+ b)′ t

}]
= exp

{
b′ t

}
E
[
exp

{
X′ (A′ t

)}]
= exp

{
b′ t

}
exp

{
µ

′ (A′ t
)
+

1

2

(
A′ t

)′

Σ
(
A′ t

)}
= exp

{
(Aµ+ b)′ t+ 1

2
t′
(
AΣA′) t

}

นั่นคือ Y ∼ N
(
Aµ+ b, AΣA′

)
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ประโยชนในการแปลงตัวแปรสุมในรูปแบบฟงกชันเชิงเสน (linear
transformation)

ทฤษฎีบทดานบนยังชวยใหสามารถหาการแจกแจงของตัวแปรสุมเพียงบางสวนในกรณีที่การแจกแจง
รวมเปนแบบปกติ โดยเริ่มจากการที่สามารถแบงเวคเตอร X ออกไดเปนสองสวน คือ

X =

[Xm
Xk

]
(15)

โดยที่ Xm คือเวคเตอรของตัวแปรสุมที่สนใจ โดยในที่นี้กำหนดใหมีขนาด m ในขณะที่ตัวแปรสุม Xk
มีขนาด k = n−m
กำหนดให b = 0 และ

A =

[Imm 0mk
0km 0kk

]
(16)

จะทำใหฟงกชันที่เกิดจากการแปลงคาโดยใช A และ b เทากับ

Y =
[Imm 0mk

] [Xm
Xk

]
= Xm
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สรุป: การแปลงตัวแปรสุมในรูปแบบฟงกชันเชิงเสน (linear
transformation)

เราสามารถแบง คาคาดหมาย (mean) และเมทริกซความแปรปรวนรวม (variance-covariance matrix) ของ X ไดเปน

µ =

[
µm
µk

]
(17)

และ

Σ =

[
Σmm Σmk
Σkm Σkk

]
(18)

โดยที่ Σmk คือเมทริกซความแปรปรวนรวม (variance-covariance matrix) ระหวาง Xm และ Xk
คาคาดหมาย (mean) และเมทริกซความแปรปรวนรวม (variance-covariance matrix) ของ Y สามารถแบงสวนไดเปน[Imm 0mk

] [µm
µk

]
= µm (19)

และ [Imm 0mk
] [Σmm Σmk

Σkm Σkk

] [ Imm
0mk

]
= Σmm (20)

สรุปไดวา Y = Xm ∼ N (µm,Σmm) กลาวคือ การแจกแจงรวมเปนแบบปกติ แลวการแจกแจงของตัวแปรสุมบางสวนก็
จะมีการแจกแจงปกติเชนกัน โดยที่คาคาดหมาย (mean) และคาความแปรปรวน (variance) ของชุดตัวแปรบางสวนสามารถ
หาไดจากคาสถิติของตัวแปรสุมทั้งหมดไดไมยากนัก
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ตัวอยาง: การหาฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรวม (p.d.f.)
ของ X1 และ X2
Example
พิจารณาตัวแปรสุมสองตัว X1 และ X2 ที่มีการแจกแจงปกติ (normally distributed) ดวยคาคาดหมาย (µ1, µ2) และเมทริกซความแปรปรวนรวม (variance-covariance
matrix)

Σ =

[
σ2
1 σ12

σ12 σ2
2

]

จะเห็นไดวา detΣ = σ2
1σ

2
2 − σ2

12 = σ2
1σ

2
2

(
1 − ρ2

)
โดยที่ ρ แทนคาสหสัมพันธระหวาง X1 และ X2 ดังนั้น สวนกลับ (inverse) ของ Σ เทากับ

Σ
−1

=
1

σ2
1σ

2
2

(
1 − ρ2

) [
σ2
2 −σ12

−σ12 σ2
1

]

สามารถคำนวณไดวา

(x − µ)
′
Σ

−1
(x − µ) = [x1 − µ1, x2 − µ2]

1

σ2
1σ

2
2

(
1 − ρ2

) [
σ2
2 −σ12

−σ12 σ2
1

] [
x1 − µ1
x2 − µ2

]

=
1

1 − ρ2

[( x1 − µ1

σ1

)2
− 2ρ

( x1 − µ1

σ1

)( x2 − µ2

σ2

)
+

( x2 − µ2

σ2

)2]
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วิธีทำ: การหาฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรวม (p.d.f.) ของ
X1 และ X2
Example

ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรวม (p.d.f.) ของ X1 และ X2 คือ

f (x1, x2) =
1

2πσ1σ2
√

1 − ρ2
e−

Q
2 (21)

โดยที่

Q =
1

1 − ρ2

[( x1 − µ1

σ1

)2
− 2ρ

( x1 − µ1

σ1

)( x2 − µ2

σ2

)
+

( x2 − µ2

σ2

)2]
(22)

ถา ρ = 0 แลว ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรวม (p.d.f.) ของ X1 และ X2 คือ

f (x1, x2) =
1

2πσ1σ2
√

1 − ρ2
exp

{
−

1

2

[( x1 − µ1

σ1

)2
+

( x2 − µ2

σ2

)2]}

=

 1√
2πσ2

1

e
− 1

2

( x1−µ1
σ1

)2

 1√

2πσ2
2

e
− 1

2

( x2−µ2
σ2

)2
 = f1 (x1) f2 (x2)

หมายความวา X1 และ X2 เปนอิสระตอกัน กลาวคือ ในกรณีของการแจกแจงปกติ (normal distribution) การไมมีสหสัมพันธ (uncorrelated) หมายถึงการเปน
อิสระตอกัน (independent) ดวย
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ทฤษฎี: ความเปนอิสระตอกัน (independent) ของตัวแปรสุม
Theorem
กำหนดให X ∼ N (µ,Σ) และสามารถแยกสวนไดเปนสองสวนคือ X = (Xm, Xk) ซึ่งสอดคลองกับสมการที่ 15, 17, และ 18 ดังนั้น Xm และ Xk เปนอิสระตอกัน
(independent) ก็ตอเมื่อ (if and only if) Σmk = 0

Proof.
พิจารณาฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ X ในรูปของ tm และ tk

ψ (tm, tk) = exp
{
µm′tm + µk′tk +

1

2

[
t
′
mΣmmtm + t

′
kΣmmtk + t

′
mΣmktk + t

′
kΣkmtm

]}
= exp

{
µm′tm + µk′tk +

1

2

[
t
′
mΣmmtm + t

′
kΣmmtk

]}
exp

{
1

2

[
t
′
mΣmktk + t

′
kΣkmtm

]}
(23)

ψ (tm, tk) = exp
{
µm′tm +

1

2

[
t
′
mΣmmtm

]}
exp

{
µk′tk +

1

2

[
t
′
kΣmmtk

]}
= exp

{
µm′tm + µk′tk +

1

2

[
t
′
mΣmmtm + t

′
kΣmmtk

]}
(24)

exp
{

1

2

[
t
′
mΣmktk + t

′
kΣkmtm

]}
= 1 ⇒ t

′
mΣmktk + t

′
kΣkmtm = 0

ซึ่งจะเปนจริงก็ตอเมื่อ Σmk = Σ
′
km = 0
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ทฤษฎี: การแจกแจงแบบมีเงื่อนไข (conditional distribution) เปนการ
แจกแจงแบบปกติ (normal)

Theorem
กำหนดให X ∼ N (µ,Σ) และสามารถแยกสวนไดเปนสองสวนคือ X = (Xm, Xk) ซึ่ง
สอดคลองกับสมการที่ 15, 17, และ 18 และสมมุติวา Σ เปนบวกแนนอน (positive definite)
ดังนั้น การแจกแจงแบบมีเงื่อนไข (conditional distribution) ของ Xm เมื่อทราบ Xk เปนแบบ
ปกติ (normal) นั่นคือ

Xm
∣∣Xk ∼ N

(
µm +ΣmkΣ−1

kk (Xk − µk) ,Σmm −ΣmkΣ−1
kk Σkm

)
(25)
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การพิสูจน: การแจกแจงแบบมีเงื่อนไข (conditional distribution)
เปนการแจกแจงแบบปกติ (normal)
Proof.

กำหนดให W = Xm − ΣmkΣ
−1
kk Xk และ

[W
X2

]
=

[
Im −ΣmkΣ

−1
kk

0 Ik

] [X1
X2

]

คำนวณหาเมทริกซของคาความแปรปรวน (variance-covariance matrix) ไดเปน

[
Im −ΣmkΣ

−1
kk

0 Ik

] [
Σmm Σmk
Σkm Σkk

] [ Im 0

−ΣmkΣ
−1
kk Ik

]
=

[
Σmm − ΣmkΣ

−1
kk Σkm 0

0 Σkk

]

เห็นไดวา W และ Xk เปนอิสระตอกัน (independent) ดังนั้น การแจกแจงแบบมีเงื่อนไข W
∣∣Xk จะเหมือนกับการแจกแจงของ W ซึ่งเปนการแจกแจงปกติ

(normal distribution) ดวยคาคาดหมาย (mean) เทากับ µm − ΣmkΣ
−1
kk µk และสามารถสรุปไดวา

W
∣∣Xk ∼ N

(
µm − ΣmkΣ

−1
kk µk,Σmm − ΣmkΣ

−1
kk Σkm

)

ในขณะเดียวกัน เนื่องจากสิ่งที่เราสนใจคือการแจกแจงแบบมีเงื่อนไขเมื่อทราบ Xk ดังนั้น การบวกเพิ่มดวยฟงกชันของ Xk เขาไปยอมมีผลตอเชนเดียวกับการบวกเพิ่ม
ดวยคาคงที่ ซึ่งมีผลตอคาคาดหมาย แตไมมีผลตอคาความแปรปรวน
เราสามารถคำนวณหา Xm ไดจาก W + ΣmkΣ

−1
kk Xk = Xm ดังนั้น การแจกแจงแบบมีเงื่อนไข (conditional distribution) ของ Xm เมื่อทราบ Xk เทากับ

Xm
∣∣Xk ∼ N

(
µm − ΣmkΣ

−1
kk µk + ΣmkΣ

−1
kk Xk,Σmm − ΣmkΣ

−1
kk Σkm

)
รศ.ดร. วีระชาติ กิเลนทอง มหาวิทยาลัยหอการคาไทย Popular Distributions 16 / 33



ตัวอยาง: การคำนวณหาคาคาดหมายแบบมีเงื่อนไข (conditional mean)
Example
เชนเดียวกับตัวอยางที่แลว สมมุติใหตัวแปรสุม X1 และ X2 มีการแจกแจงปกติ (normally distributed) ดวยคาคาดหมาย
(µ1, µ2) และเมทริกซความแปรปรวนรวม (variance-covariance matrix)

Σ =

[
σ21 σ12
σ12 σ2

2

]

ใชสมการที่ 25 เพื่อคำนวณหาคาคาดหมายแบบมีเงื่อนไข (conditional mean) ของ X1 เมื่อทราบ X2 = x2 ไดเปน

E [X1|X2 = x2] = µ1 +Σ12Σ
−1
22 (X2 − µ2) = µ1 + (ρσ1σ2)

(
σ2
2

)−1
(x2 − µ2)

= µ1 + ρ
σ1

σ2
(x2 − µ2)

ฟงกชันเชิงเสน (linear function) ของ x2 สังเกตวาเราไมไดกำหนดหรือบังคับใหคาคาดหมายแบบมีเงื่อนไข (conditional
mean) นี้มีความสัมพันธเชิงเสนแตอยางใด แตคุณสมบัติของการแจกแจงปกติ นอกจากนี้ ยังสามารถเขียนในรูปของตัวแป
รสุมไดเปน

E [X1|X2] = µ1 + ρ
σ1

σ2
(X2 − µ2) (26)
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การแจกแจงไคกำลังสอง (Chi-square distribution)
การแจกแจงไคกำลังสอง (chi-square distribution) เปนการแจกแจงอีกแบบหนึ่งที่ไดรับ
ความนิยม และเปนหนึ่งในการแจกแจงแบบแกมมา (gamma distribution)
คุณสมบัติหนึ่งที่มีความสำคัญในทางสถิติและจะมีประโยชนสำหรับการหาการแจกแจงของ
คาสถิติที่ใชในการทดสอบสมมุติฐานในอนาคต
เราสามารถสรางตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงไคกำลังสอง (chi-square distribution) ไดดวย
การนำเอาตัว แปรสุมที่มีการแจกแจงปกติมาตรฐาน (standard normal) มายกกำลัง
สอง กลาวคือ ตัวแปรไคกำลังสอง (chi-square) คือกำลังสองของตัวแปรปกติ (normal)
กำหนดให X เปนตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงไคกำลังสอง (chi-square distribution) ดวย
ระดับความอิสระ(degree of freedom) เทากับ r นั่นคือ X ∼ χ2 (r) ดังนั้น ฟงกชัน
ความหนาแนนของความนาจะเปนรวม (p.d.f.) ของ X คือ

f (x) =
{

1

Γ( r
2)2

r
2
x r
2
−1e− x

2 , สำหรับ 0 < x <∞,

0, สำหรับกรณีอื่น
(27)

โดยที่ Γ (z) =
∫∞
0 xz−1e−xdx แทนฟงกชันแกมมา (gamma function)
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ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรวม (p.d.f.) และฟงกชันกอ
กำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของการแจกแจงไคกำลังสอง (Chi-square
distribution)

คาแกมมาฟงกชันอันหนึ่งที่มีความสัมพันธกับการแจกแจงปกติมาตราคือคาที่มาจากกรณีที่
ระดับความอิสระ (degree of freedom) r = 1 ซึ่งมีคาเทากับ Γ

(
1
2

)
=

√
π ดังนั้น

ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรวม (p.d.f.) ของ χ2 (1) คือ

f (x) =
{

1√
2πxe

− x
2 , สำหรับ 0 < x <∞,

0, สำหรับกรณีอื่น
(28)

ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ X เทากับ

ψ (t) = (1− 2t)− r
2 , สำหรับ t < 1

2
(29)

คาคาดหมาย (mean) ของ χ2 (r) เทากับ ψ1 (0) = r และคาความแปรปรวน
(variance) ของ χ2 (r) เทากับ ψ2 (0)− r2 = r (r+ 2)− r2 = 2r
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กำลังสองของการแจกแจงปกติเปนการแจกแจงไคกำลังสอง (Chi-square
distribution) ดวยระดับความอิสระ (degree of freedom) r = 1

Theorem
สมมุติให X ∼ N (0, 1) แลว ตัวแปรสุม Y = X2 ∼ χ2 (r)

Proof.
เริ่มจากฟงกชันความนาจะเปนสะสม (C.D.F.) ของ Y เทากับ

G (y) = Pr (Y ≤ y) = Pr
(
X2 ≤ y

)
= Pr (−√y ≤ X ≤ √y) , สำหรับ y > 0

เนื่องจาก X ∼ N (0, 1) ดังนั้น สำหรับ y > 0

G (y) = Pr (−√y ≤ X ≤ √y) =

∫
−√y

√y 1
√
2π

e−
z2
2 dz = 2

∫
0
√y 1

√
2π

e−
z2
2 dz

สมการสุดทายเปนผลมาจากความสมมาตรของการแจกแจงปกติ หลังจากนั้นคือการเปลี่ยนตัวแปรการอินทิเกรต โดยกำหนดให w = z2 ซึ่งสงผลให dz = dw
2
√w

ดังนั้น

G (y) =

∫
0
y 1
√

2πw
e−

w
2 dw

ซึ่งมีคาเทากับฟงกชันความนาจะเปนสะสม (C.D.F.) ของ χ2 (1) ตามที่ตองการ
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ผลบวกของตัวแปรสุมที่เปนอิสระตอกัน (independent) เปนการแจกแจง
ไคกำลังสอง (Chi-square distribution)

คุณสมบัติอีกอันหนึ่งที่การแจกแจงไคกำลังสอง (chi-square) ที่คลายกับคุณสมบัติของการแจกแจงปกติ (normal) คือ
คุณสมบัติการรักษารูปแบบการกระจาย กลาวคือ ผลบวกของตัวแปรสุมที่เปนอิสระตอกัน (independent) และแตละตัวมี
การแจกแจงไคกำลังสอง (chi-square) จะมีการแจกแจงไคกำลังสอง (chi-square)

Theorem
สมมุติให Xi ∼ χ2 (ri) สำหรับ i = 1, . . . , n และ X1, . . . , Xn เปนอิสระตอกัน (independent) แลว ตัวแปรสุม
Y =

∑n
i=1 Xi ∼ χ2 (R) โดยที่ R =

∑n
i=1 ri

Proof.
เนื่องจาก X1, . . . , Xn เปนอิสระตอกัน (independent) ดังนั้น ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ Y เทากับ

ψy (t) =
n∏

i=1

(1− 2t)−
ri
2 = (1− 2t)−

∑n
i=1 ri
2

ซึ่งมีคาเทากับฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของการแจกแจงไคกำลังสอง (chi-square) ที่มีระดับความอิสระ (degree of
freedom) เทากับ ∑n

i=1 ri
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ทฤษฎีการแจกแจงไคกำลังสอง (Chi-square distribution)

Theorem
สมมุติให X ∼ N (µ,Σ) โดยที่ Σ เปนบวกแนนอน (positive definite) แลว ตัวแปรสุม
Y = (X− µ)

′
Σ−1 (X− µ) ∼ χ2 (n) โดยที่ n คือจำนวนตัวแปรสุมทั้งหมดใน X

Proof.
กำหนดให Z = Σ− 1

2 (X− µ) และจากที่อภิปรายมากอนหนานี้ ทำใหทราบดีวา
Z ∼ N (0, In) และกำหนดให W = Z′Z =

∑n
i=1 Z2i เนื่องจาก Zi ∼ N (0, 1) สงผลให

Z2i ∼ χ2 (1) ดังนั้น จึงสามารถประยุกตใชทฤษฎีบทที่แลว สรุปไดวา ∑n
i=1 Z2i ∼ χ2 (n)

นั่นคือ W ∼ χ2 (n) ซึ่งคือผลลัพธที่ตองการ
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ตัวอยางการแจกแจงไคกำลังสอง (Chi-square distribution)

Example
พิจารณาแบบจำลองเชิงเสน

Y = Xβ + ε

โดยที่ β คือเวคเตอรของพารามิเตอรที่ตองการประมาณคา (vector of estimated
parameters) และสมมุติใหคาคลาดเคลื่อน (error terms) ε ∼ N (0,Σ) และสมมุติวามีขอมูล
แบบตัวอยางสุมขนาด n ตัวอยาง ดังนั้น ในการทดสอบสมมุติฐานที่เกี่ยวของกับแบบจำลองเชิง
เสนนี้ จำเปนจะตองหาการแจกแจงของ ε′

Σ−1ε ซึ่งเมื่อประยุกตใชทฤษฎีบทที่ผานมาจะ
สามารถสรุปไดวา ε′

Σ−1ε ∼ χ2 (n)

การแจกแจงไคกำลังสอง (chi-square) ยังมีความสำคัญเพราะเปนสวนสำคัญในการสราง
การแจกแจงที (t distribution) และการแจกแจงเอฟ (F distribution)

รศ.ดร. วีระชาติ กิเลนทอง มหาวิทยาลัยหอการคาไทย Popular Distributions 23 / 33



การแจกแจงที (t Distribution)
กำหนดให X ∼ N (0, 1) และ Y ∼ χ2 (r) และเปนอิสระตอกัน (independent) ดังนั้น

T =
X√
Y
r

(30)

มีการแจกแจงที (t distribution) ดวยระดับความอิสระ (degree of freedom) r ซึ่งมักแทนดวย
t (r) นั่นคือ การแจกแจงที (t distribution) เกิดจากการผสมผสานกันของการแจกแจงปกติ
(normal) และการแจกแจงไคกำลังสอง (chi-square)
ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรวม (p.d.f.) ของ T ดวยระดับความอิสระ (degree of
freedom) r คือ

f (t) = Γ
(
1+r
2

)
Γ
( r
2

)√
πr

(
1 +

t2
r

)− 1+r
2

(31)

ในทางปฏิบัติคาสถิติจากการแจกแจงทีมีคาใกลเคียงคาสถิติจากการแจกแจงปกติอยางมาก โดย
เฉพาะอยางยิ่งเมื่อกลุมตัวอยางหรือระดับความอิสระ (degree of freedom) มีคามากพอ นันคือ
limr→∞ t (r) ∼ N (0, 1)
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กราฟแสดงการแจกแจงที (t Distribution)
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การแจกแจงเอฟ (F Distribution)
กำหนดให X ∼ χ2 (r1) และ Y ∼ χ2 (r2) และเปนอิสระตอกัน (independent) ดังนั้น

F =
X
r1
Y
r2

(32)

มีการแจกแจงเอฟ (F distribution) ดวยระดับความอิสระ (degree of freedom) r1 และ r2 ซึ่งมัก
แทนดวย F (r1, r2) นั่นคือ การแจกแจงที (F distribution) เปน ผลลัพธจากการหารกันของการ
แจกแจงไคกำลังสอง (chi-square) สองอัน
ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรวม (p.d.f.) ของ T ดวยระดับความอิสระ (degree of
freedom) r คือ

f (x) =


Γ( r1+r2

2 )
( r1

r2

) r1
2

Γ( r1
2 )Γ(

r2
2 )

x r1
2 −1

(
1 + r1

r2 x
)− r1+r2

2

, สำหรับ 0 < x <∞,

0, สำหรับกรณีอื่น
(33)

นอกจากนี้ ยังสามารถแสดงไดวา ลิมิตของการแจกแจงเอฟ คือการแจกแจงไคกำลังสอง นั่นคือ
lim

r2→∞
F (r1, r2) ∼ χ2 (r1) (34)

lim
r1→∞

lim
r2→∞

F (r1, r2) ∼ N (0, 1) (35)
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การแจกแจงของตัวแปรสุมไมตอเนื่อง

การแจกแจงแบบ Bernoulli (Bernoulli Distribution)
การแจกแจงแบบ Binomial (Binomial Distribution)
การแจกแจงแบบ Poisson (Poisson Distribution)

- Binomial Distribution
- แบบพอยซองน (Poisson Distribution)
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การแจกแจงแบบ Bernoulli (Bernoulli Distribution)

กำหนดให X เปนตัวแปรสุมที่ไมตอเนื่อง ดังนั้น ฟงกชันความความนาจะเปน (p.f.) ของ X
ที่พารามิเตอร p คือ

f (x) =
{ px(1− p)1−x, สำหรับ x ∈ {0, 1},

0, สำหรับกรณีอื่น (36)

ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ X สำหรับ −∞ < t <∞ คือ

ψ (t) = E(etX) = pet + (1− p) (37)

คาคาดหมาย (mean) เทากับ ψ1 (0) = p
คาความแปรปรวน (variance) เทากับ ψ2 (0)− p2 = p− p2 = p(1− p)
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การแจกแจงแบบ Binomial (Binomial Distribution)

กำหนดให X เปนตัวแปรสุมที่ไมตอเนื่อง ดังนั้น ฟงกชันความความนาจะเปน (p.f.) ของ X
ที่พารามิเตอร n และ p คือ

f (x) =


(n
x

)
px(1− p)n−x, สำหรับ x ∈ {0, 1, 2, ...},

0, สำหรับกรณีอื่น
(38)

ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ X สำหรับ −∞ < t <∞ คือ

ψ (t) = E(etX) = (pet + (1− p))n (39)

คาคาดหมาย (mean) เทากับ ψ1 (0) = np
คาความแปรปรวน (variance) เทากับ
ψ2 (0)− (np)2 = (n(n− 1)p2 + np)− (np)2 = np(1− p)
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ความสัมพันธระหวาง Bernoulli Distribution และ Binomial
Distribution
Theorem
สมมุติให Xi มีการแจกแจงแบบ Bernoulli Distribution ที่พารามิเตอร p สำหรับ i = 1, . . . , n
และ X1, . . . , Xn เปนอิสระตอกัน (independent) แลว ตัวแปรสุม Y = ∑n

i=1 Xi จะมีการ
แจกแจงแบบ Binomial Distribution ที่พารามิเตอร n และ p

Proof.
เนื่องจาก X1, . . . , Xn เปนอิสระตอกัน (independent) ดังนั้น ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต
(m.g.f.) ของ Y เทากับ

ψy (t) = E(etY) = E(et
∑n

i=1 Xi) =
n∏

i=1

E(etXi) = (pet + (1− p))n

ซึ่งมีคาเทากับฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของการแจกแจงแบบ Binomial Distribution ที่
พารามิเตอร n และ p
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การแจกแจงแบบ Poisson (Poisson Distribution)

กำหนดให X เปนตัวแปรสุมที่ไมตอเนื่อง ดังนั้น ฟงกชันความความนาจะเปน (p.f.) ของ X
ที่พารามิเตอร λ คือ

f (x) =
{

e−λλx
x! , สำหรับ x ∈ {0, 1, 2, ...},

0, สำหรับกรณีอื่น (40)

ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ X สำหรับ −∞ < t <∞ คือ

ψ (t) = E(etX) =
∞∑
x=0

etxe−λλx

x! = eλ(et−1) (41)

คาคาดหมาย (mean) เทากับ ψ1 (0) = λ

คาความแปรปรวน (variance) เทากับ ψ2 (0)− λ2 = (λ2 + λ)− λ2 = λ
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ผลรวมของตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงแบบ Poisson จะมีการแจกแจงแบบ
Poisson
Theorem
สมมุติให Xi มีการแจกแจงแบบ Poisson (Poisson Distribution) ที่พารามิเตอร λi สำหรับ
i = 1, . . . , n และ X1, . . . , Xn เปนอิสระตอกัน (independent) แลว ตัวแปรสุม
Y = ∑n

i=1 Xi จะมีการแจกแจงแบบ Poisson (Poisson Distribution) ที่พารามิเตอร λ คือ
λy =

∑n
i=1 λi

Proof.
เนื่องจาก X1, . . . , Xn เปนอิสระตอกัน (independent) ดังนั้น ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของ Y
เทากับ

ψy (t) =
n∏

i=1

eλi(et−1) = e(
∑n

i=1 λi)(et−1)

ซึ่งมีคาเทากับฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (m.g.f.) ของการแจกแจงแบบ Poisson (Poisson Distribution)
ที่พารามิเตอร λy =

∑n
i=1 λi
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ความสัมพันธระหวางการแจกแจงแบบ Poisson และ การแจกแจงแบบ
Binomial
Theorem
ในกรณี พารามิเตอร n ของการแจกแจงแบบ Binomial มีคามาก (n → ∞) ฟงกชันการแจกแจงจะเขาสู การแจกแจงแบบพัวซอง (Poisson Distribution) ที่พารามิเตอร
λ = np

Proof.
ในกรณี พารามิเตอร n ของการแจกแจงแบบ Binomial มีคามาก (n → ∞) ฟงกชันการแจกแจงจะเขาสู การแจกแจงแบบPoisson ที่พารามิเตอร λ

f (x) =

(
n
x
)

px(1 − p)n−x
=

(n)(n − 1)(n − 3)...(n − x + 1)

x!
px(1 − p)n−x

ให λ = np

f (x) =
λx

x!

( n
n
·
n − 1

n
·
n − 2

n
· ... ·

n − x + 1

n
· (1 −

λ

n
)
n
)

(1 −
λ

n
)
−x

ถา (n → ∞) แลว

limn→∞

n
n
·
n − 1

n
·
n − 2

n
· ... ·

n − x + 1

n
· (1 −

λ

n
)
n
= 1 และ limn→∞

(1 −
λ

n
)
−x

= e−λ

f (x) =
λx

x!
e−λ (42)
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